VJEROJATNOST



Uvod u vjerojatnost |

'Zamislite kako neki covjek 60 puta zaredom baci
igracu kocku i da pri tome izbroji koliko je puta dobio
svaki od 6 brojeva na kocki. Kad je zavrSio s bacanjem,
on konstantira jedno od ovoga dvoje:

1. Sest brojeva nisu se pojavili svaki jednako puta, usprkos tome to su svi
brojevi imali jednaku vjerojatnost pojavljivanja.

2. Sest brojeva nisu se pojavili svaki jednako puta, zato §to su svi brojevi
imali jednaku vjerojatnost pojavljivanja.
(Max Woitschach 1973. u knjiZici
'Vjerojatnost i slucaj')



e ‘ako se slazete s 1. konstatacijom, morate Citati ovu knjigu
dalje, jer ¢ete nauciti da je prakticki nemoguce da se kod
veceg broja bacanja svaki broj pojavi jednako puta. Potpuno
jednaka Sansa ... upravo uzrokuje nejednaku raspodjelu
brojeva...

e ako se slazete s 2.konstatacijom, pripadate manjem broju onih
kojima su osnove vjerojatnosti poznate, i pitanje je hoce li ova
knjiga iSta doprinjeti vasem znanju.'

(Max Woitschach 1973. u knjizici
'Vjerojatnost i slucaj')



Povijesni aspekti vjerojatnosti

Pitanja vjerojatnosti su prakticna pitanja s kojima se susre¢cemo u
svakodnevnom zivotu, a posebno se Cesto pojavljuju u igrama na srecu.

Ljudi su se poceli baviti vjerojatnos¢u davno (tisu¢ama godina).
1560.godine, talijanski lijecnik, profesor geometrije i strastveni kockar
Girolamo Cardano izracunao da je vjerojatnost svake strane kocke 1/6
('Knjiga o igrama kockom').

1620. godine Galileo Galilei je objavio knjigu "Razmisljanja o igrama
kockom" gdje je objasnjavao vjerojatnost razlicitih ishoda ako se igra
dvjema kockama.

Navodi da ako zajedno s jednom kockom, koja moze pasti na bilo koju od
Sest strana, a za Sto je vjerojatnost podjednaka, bacamo joS jednu kocku
koja takoder ima Sest strana, moze se dobiti 36 razlicitih ishoda jer se
svaka strana jedne kocke moze javiti u kombinaciji sa svakom stranom
druge kocke.



lmajmo na umu...

Zakoni vjerojatnosti kojima se koristimo u zivotu nisu uvijek posve
jednostavni i razumljivi, i svakodnevno iskustvo i logika, koju u zivotu
koristimo, Cesto nisu u skladu sa zakonima koje nam daje statistika.

Ta subjektivna vjerojatnost pripada medu psiholoske, a ne statisticke
konstrukte, i katkad sa statistickom, odnosno, matematickom
vjerojatnos¢u nema mnogo veze.

Na primjer, ljudi vjeruju kako ¢e mozda ipak dobiti na lutriji ili osvojiti
novac na kladionici, ali prakticki ne vjeruju da ¢e im se dogoditi neka
prometna ili druga nesreca, tj. misle kako je vjerojatnost za to manja.

Ipak, veca je vjerojatnost za ovo drugo!!!



Osnove vjerojatnosti

e Statistika je utemeljena na matematickoj teoriji vjerojatnosti,
a ona, u svojoj osnovi, na teoriji skupova.



Osnovni pojmovi teorije skupova

S ili Q = prostor (skup) elementarnih dogadaja
(ishoda/elemenata/¢lanova skupa) je skup Ciji dogadaiji
reprezentiraju sve moguce ishode u matematickom
eksperimentu.

Skupove oznacavamo s velikim slovima npr. A, B...
Navodenje clanova skupa A:

A={AA,...A.},

Pripadnost elementa X skupu A:

XEA



Osnovni pojmovi teorije skupova

Dogadaj je podskup prostora dogadaja.

MozZe biti:

a) Elementarni dogadaj (skup koji sadrzi samo jedan element iz prostora
dogadaja), vs

b) Unija elementarnih dogadaja (skup od nekoliko ¢lanova)

Razlikujemo: slucajni dogadaj od nuznog dogadaja (ne mora nuzno
nastupiti u nekom trenutku)

Svaki dogadaj ima svoju vjerojatnost:
p (A,) — vjerojatnost dogadaja A,



Osnovni pojmovi teorije skupova

e Konacni vs beskonacni skupovi: skupovi s
prebrojivim i neprebrojivim brojem elementarnih
dogadaja

Ako je S konacan skup, tada je k(S) jednako broju
elemenata skupa S, sto se pise kao:

k(S) = n; S je n- ¢lan skup



Osnovni pojmovi teorije skupova

* Prazniskup: A=0

e Ekvivalentni skupovi: dva su skupa jednaka:
A = B ako sadrze iste elemente:

A={X}iB={X}



Osnovni pojmovi teorije skupova

Podskup je skup Ciji svi clanovi pripadaju drugom
skupu (nadskupu tog podskupa).

ACB ako A={a|a€A A a€EB}

Pravi podskup je podskup kojemu nedostaje
barem jedan ¢lan njegovog nadskupa.

Skup A je pravi podskup skupa B ako su svi ¢lanovi
od A takoder ¢lanovi od B, ali barem jedan clan od
B nije clan od A.

A & akoACBiAzB



Kolmogorov (1930.): KLASICNA TEORIJA VJIEROJATNOSTI

Prostor vjerojatnosti je uredena trojka:
(S, F(S),P), gdje je:

e Sili Q-skup elementarnihdogadaja (potencijalnih ishoda
slu¢ajnog eksperimenta)

e F(S) —skup svih podskupova skupa S (slozeni dogadaiji)
(- ovime je naglasena konacnost odn prebrojivost skupa S)

e P —funkcija P koja je odredena sa F(S), mjera vjerojatnosti



Aksiomi Kolmogorova:

nenegativnost

- ako je AEF (S), p(A) 20

Za svaki A koji je element od F(S) vrijedi da je njegova vjerojatnost nenegativan
realan broj.

normiranost

2> P(S)=1

Mjera vjerojatnosti cijeloga skupa je 1.

aditivnost

- ako je AnB=@, (AUB)=P(A)+P(B)

Ako su A i B medusobno iskljucivi dogadaji (dogadaji koji ne mogu nastupiti
istodobno, presjek im je prazan skup), vjerojatnost dogadaja koji ¢ini njihovu
uniju jest suma njihovih pojedinacnih vjerojatnosti.




VJEROJATNOST ‘A PRIORY

(Teorijska vjerojatnost)

Za bilo koji podskup A (skup povoljnih ishoda) vrijedi:
p(A) = k(A) / k(S)

gdje je:

P(A) = vjerojatnost nastupa dogadaja A

kA = broj elementarnih dogadaja koji tvore dogadaj A

kS = ukupan broj svih jednako mogucih elementarnih
dogadaja

Vjerojatnost "a priori" je, dakle, broj povoljnih
dogadaja podijeljen s brojem mogucih dogadaja.




Skala vjerojatnosti:

0<P(A)<1
P(S)=1 (*100)=100%
P(g)=0



Vjerojatnost komplementarnih dogadaja

e Komplementarni skup(A ili A'): oni ¢lanovi skupa S koji ne pripadaju skupu
A, ¢ine komplement od A u S.

A ={x IXES, xEA}
A’ sadrzi sve elemente dogadaja prgstora S koji ne Cine A.
= Vjerojatnost komplementarnih ili suprotnih dogadaja (vjerojatnost ne A):

p (A')=1-p(A)



Primjer

Ako je vjerojatnost prodaje proizvoda 0,52, kolika
je vjerojatnost da se proizvod nece prodati?

P (ne prodaja) =1—-P (prodaja)=1-0,52=0,48



OSNOVNA PRAVILA VJEROJATNOSTI

1. Pravilo

e Potpuno sigurno da ce se nesto dogoditi:
max. vjerojatnost: p=1

e Potpuno sigurno da se nesto nece dogoditi
p=0
e Svislucaji vjerojatnosti nalaze se izmedu

apsolutne sigurnosti (p=1) i apsolutne
nemogucnosti (p = 0)
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2. Pravilo

Vjerojatnost da ¢e se izmedu N
medusobno nezavisnih, a jednako
vjerojatnih dogadaja, dogoditi jedan
odredeni medu njima: p=1/N
(vjerojatnost a priori*)



Primjeri

Ako na igracoj kocki postoje 6 jednako mogucih rezultata,
vjerojatnost da ¢cemo kockom baciti broj tri jest 1/6 = 0,17

Vjerojatnost da cemo izmedu 32 igrace karte izvuci pikovu
desetku jest 1/32=0,03125 (nesto vise od 3 %)



3. Pravilo

e Unija dogadaja podrazumijeva skup C koji nastaje udruzivanjem clanova
skupova A i B.

Unija AUB= {X| XEAV X EB} (v podrazumijeva ili)

(2

C=AUB

Vjerojatnost unije dogadaja — pravilo aditivnhosti: Vjerojatnost da ¢e se dogoditi
bilo koji od nekoliko medusobno nezavisnih dogadaja (npr A ili B) jest suma
vjerojatnosti svakog od pojedinacnih dogadaja.

Vjerojatnost unije iskljucivih Vjerojatnost unije dogadaja koji se
dogadaja jest: medusobno ne iskljucCuju jest:
P(A U B)=p(A)+p(B) p(AUB)=p(A)+pB)-p(ANB)

(N podrazumijeva i)



Primjeri

* Vjerojatnost p da ¢e kod bacanja novcica pasti glava
ili pismo jest 0,5+0,5=1, sto je razumljivo jer nesto od
tog dvoje mora pasti i to je potpuno sigurno.

* Vjerojatnost da ¢emo kod jednog bacanja kocke
baciti neparan broj (broj 5 ili broj 3 ili broj 1) jest
1/6+1/6+1/6=3/6=0,5



Primjer za vjezbu

e Vjerojatnost placanja
cekom je 0,4;
gotovinom 0,2;
karticom 0,2.

Kolika je vjerojatnost placanja gotovinom ili karticom?



Odgovor

p (gotovina ili kartica) =0,2+0,2=0,4



4. Pravilo

Presjek dogadaja A N B —istodobni nastanak
dogadaja Ai B

Presjek A N B={x|xEA A xEB}

——
=~

D=ANB

Vjerojatnost presjeka dogadaja — tzv. zajedni¢ka vjerojatnost - pravilo

multiplikativnosti: Vjerojatnost da ¢e se zajedno dogoditi dva ili viSe

nezavisnih dogadaja jest produkt vjerojatnosti svakog od tih dogadaja.
p(AiB)=p(ANB)=p (A) x p (B)




Primjeri

1. Ako je vjerojatnost kupovine proizvoda X 0,3,
a vjerojatnost placanja gotovinom 0,2;

kolika je vjerojatnost kako ¢e kupac kupiti proizvod X i platiti
ga gotovinom?

p (kupovina X i gotovina) =0,3 * 0,2 =0,06

2. Vjerojatnost da ¢emo kockom dva puta zaredom (ili s dvije
kocke istovremeno) baciti broj 6 jest

1/6 *1/6 =1/36 =0,028



Primjer za vjezbu

Kolika je vjerojatnost da ¢emo pet puta zaredom baciti
pismo (ili pak na pet novcica baciti pismo)?



Odgovor

1/2*1/2*1/2*1/2* 1/2 =1/32 =0,031.

To nam se dakle, najvjerojatnije moze dogoditi u prosjeku samo tri
puta u 100 pokusaja bacanja pet novcica
(toCnije: prosjecno jednom u 32 pokusaja).



Primjer za vjezbu

Ako bacamo jedan novci¢ 6 puta zaredom, koji je od ovih ishoda po vasem
misljenju najvjerojatniji?

GPPGPG

GGGPPP

PPPPPP



Odgovor

Najvjerojatnije ¢emo se odluciti na 1. opciju jer iz iskustva znamo da se kod
bacanja novcica naj¢esce nepravilno mijenja bilo glava bilo pismo.

Ipak, svaki od tih ishoda jednako vjerojatan!

—> za svaki od njih vrijedi navedeno pravilo da je vjerojatnost ishoda

produkt vjerojatnosti svakog pojedinog dogadaja, pa prema tome
vjerojatnost ishoda bilo kojeg od tri ponudena ishoda iznosi

1/2* 1/2*1/2*1/2*1/2*1/2*=1/64=0,0156.

Prvi nam se ishod Cini najvjerojatnijim zato sto Ce se kod Sest bacanja
novcica zaista najcesce dogadati da kao konacan ishod dobivamo cas
glavu, Cas pismo, ali vjerojatnost to€no definiranog ishoda iznosi 0,0156.



Objasnjenje

Prvi nam se ishod Cini najvjerojatnijim zato Sto Ce se kod Sest bacanja novcica
zaista najcesce dogadati da kao konacan ishod dobivamo cas glavu, Cas
pismo, ali vjerojatnost tocno definiranog ishoda iznosi 0,0156.

Kod bacanja jednog novcic¢a 6 puta (ili 6 numeriranih novci¢a jedanput)
postoji 64 moguca ishoda.

p=1/64=0,0156

Samo jedan od njih 64 je ishod PPPP PP
i jedan jeishod GGG GGG,

a svi ostali ishodi su ishodi sa barem jednim P medu ostalim G ili barem
jednim G medu svim ostalim P.

Najceséi i najvjerojatniji je ishod, u kojem ¢e se pojaviti 3 puta P i tri puta G,
ali to se moze dogoditi u 20 razliCitih redoslijeda, a svaki od tih redoslijeda
ima jednaku vjerojatnost.

Broj¢ano najvise ima ishoda s 'mijesanim' G i P, Sto nas dovodi u zamku.



Primjer za vjezbu: Bacali smo dvije kocke koje mogu pasti u 36 kombinacija.
Kombinacije su prikazane u Tablici
(I = prva kocka, Il = druga kocka).
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a) Kolika je vjerojatnost kombinacije 6-67?
b) Kolika je vjerojatnost kombinacije 3-47?



Odgovori

a) Samo je jedna kombinacija 6-6, a njezina je vjerojatnost 1/6*1/6=1/36

b) Vjerojatnost da ¢e na jednoj kocki pasti broj 3, a na drugoj broj 4 —
izracun ovisi o tome da li smo definirali poredak:

* ako smo definirali na prvoj kocki tri, a na drugoj 4, vjerojatnost je
1/6*1/6=1/36

* ako je svejedno na kojoj ¢e kocki pasti 3, a na kojoj 4, onda postoje dvije
mogucnosti na njih 36 i to 3-4 i 4-3, pa prema tome, vjerojatnost
kombinacije 3-4 gdje je nebitan poredak iznosi 1/36+1/36=1/18.



Primjer za vjezbu

* Kolika je vjerojatnost da ¢e neki roditelji, koji
planiraju Cetvero djece dobiti 4 kceri?



Odgovor

1/2*1/2*1/2*1/2*=1/16.

To ne znaci da ¢emo u prosjeku na 16 brakova s djecom naci
jedan brak s Cetvoro zenske djece,

nego da ¢emo na 16 brakova s 4 djece naci u prosjeku jedan
par s 4 kceri, a takoder i jedan brak s 4 sina,

pa prema tome na 16 brakova s Cetvero djece naci cemo u
prosjeku dva braka u kojima je sve Cetvero djece istog spola.



Primjer za vjezbu

 Koja je vjerojatnost da cemo iz skupine od 52 igrace
karte izvuci karo kralja, srce desetku i tref asa?



Odgovor

Oprez,
to nije 1/52*1/52*1/52
nego 1/52*1/51*1/50 = 1/132 600

jer — posto smo izvukli jednu kartu, preostalo ih je jos
51 itd.

To Ce se dakle u prosjeku dogoditi 1 put u 132 600
pokusaja.



Primjer za vjezbu

 Banka raspolaze s tri identicha kompjuterska sustava:
osnovnim i dva rezervna (back-up).

Sustavi rade neovisno, s istom programskom
podrskom.

Prema navodu proizvodaca, vjerojatnost zastoja
sustava u jednom danu zbog hardwerskih poteskoca
iznosi 0,01.

Kolika je vjerojatnost da nastane zastoj u radu svih
triju sustava u jednom danu?



Odgovor

P=p(Al)*p(A2)*p(A3)=0,01°= 0,000001.



5. Pravilo

Ako netko ima N mogucnosti za uraditi
jedan zadatak, r mogucnosti za drugi
zadatak i p mogucnosti za treci zadatak,

onda je broj svih mogucih kombinacija
tih triju zadataka: N *r * p



Primjeri

— Ako jedna igraca kocka moze pasti na 6 mogucih
nacina, druga isto na 6 mogucih nacina, onda obje
mogu pasti u 6*6 razlicitih kombinacija = 36.

— Ako netko moze birati 10 vlakova na putu Zagreb-
Rijeka, a pri povratku sve te vlakove, osim onoga
kojim je stigao, onda on ima 10*9= 90 mogucih
kombinacija vlakova za odlazak i povratak zajedno.



Primjeri za vjezbu

a) Ako u Sportskoj prognozi treba pogoditi rezultate 12 utakmica, od kojih
svaka moze imati tri ishoda (1, 2, 0), koliki je moguci broj kombinacija?

Kolika je vjerojatnost da cemo pogoditi?

a) Ako u restoranu mozemo dobiti ruc¢ak koji se sastoji od juhe, mesa,
priloga i kolaCa, a moze se birati izmedu

4 juhe, 3 vrste mesa, 5 vrsta priloga i 4 vrste kolaca,
koliko se kombinacija moze sastaviti iz ovog menija?



Odgovori

a) 3*3*3%3*3*3*3*%3*3*3%3*3 =531 441
Dakle, vjerojatnost da ¢emo slucajno pogoditi

iznosi 1/531 441= 0, 0000019 Sto prakticki znaci 2 na
milijun.

b) Iz ovog menija moze se sastaviti
4*3*5%4=240 kombinacija.



6. Pravilo

Broj permutacija (nacina poredaka) za n

predmeta iznosi : n!



Primjer

Ako imamo 4 broja, koliko postoji razlicitih poredaka?

Evo tih poredaka (svaki mogudi poredak jest jedan stupac):

1111112222223333334444414
223344113344112244112233
342423341413241412231312
434232434131424121323121

Sve te moguce permutacije mogu se izraCunati ovako:
41 = 4*3*2*1 = 24

Vjerojatnost da ¢emo pogoditi jedan moguci poredak jest 1/24= 0,042



Primjer za vjezbu

 Ako domacica ima na veceri osmero gostiju,
na koliko nacina oni mogu sjediti oko stola?



Odgovor

81=8*7*6*5*%4*3*2*1=40 320 nacina

Prvi gost se moze smjestiti na bilo koju od osam mogucih stolica,
kad je prvi smjesSten, drugi moze sjesti na bilo koju od preostalih sedam



7. Pravilo

Ako medu n predmeta zelimo ustanoviti
koliko je mogucih varijacija za r tih

predmeta, koristimo slijedecu formulu:

al

(N —-r)!




Primjer

e Ako je domacica zabrinuta kako smjestiti samo Cetvero od
ukupno 8 gostiju, onda ¢emo dobiti:

8l _ 8!_ 8*7*(*5*4*3*2*]
@-4H! A 4*3*2*]

= 8*7*6*5= 1680

Ovu smo formulu mogli primijeniti i na prijaSnjem primjeru:

8! g 8
- — = — = 8!

8—-8)! o 1




8. Pravilo

Ako nam nije vazan redoslijed ljudi ili

stvari, broj kombinacija za r predmeta

medu n predmeta, iznosi :

N!
r(n—r)!




Primjer

Koja je vjerojatnost da izmedu brojeva 1 do 10 izvucemo brojeve 3i5?

10!

Kada bi se trazio tocan redoslijed, racun bi iznosio — 90
(10— 2)!

Dakle postoji 90 mogucih skupina od po dva broja, od kojih je samo
jedna skupina koja se sastoji od 3 i 5.

Buduci da nama redoslijed nije bitan, vjerojatnost ishoda se povecava:

10! 10!
= = 45

2110 —-2)1 2181

Vjerojatnost da éemo izmedu brojeva 1 do 10 izvuci brojeve 3 i 5 (ili bilo koja
druga dva definirana broja) jest 1/45 = 0,022



Isti zadatak mogli smo izraCunati drugacije...

... kombinacijom zakona multiplikacije i adicije:

P(prvo 3)=1/10 Vjerojatnost da ¢emo najprije izvuci broj 3 iznosi 1/10,
P(5 od preostalih 9)=1/9 te da ¢emo od preostalih 9 brojeva izvuéi broj 5 je 1/9,
P(prvo 5 pa 3)=1/10*1/9=1/90 $to znadi da je vjerojatnost za izvladenje oba broja:
1/10*1/9=1/90

P (prvo 3 pa 5) =1/90 No, ista takva vjerojatnost (1/90) postoji i za drugi
redoslijed (prvo broj 5, pa onda 3),

P(3 15, bez obzira na poredak) pa je vjerojatnost da ¢e bez obzira na redoslijed biti
— 1/90+1/90 = 1/45 izvugeni brojevi 3 i 5 biti 1/90+1/90= 1/45



Primjer za vjezbu

 Koja je vjerojatnost da ¢éemo u igri pogadanja (npr. loto) od 49
brojeva pogoditi 6 brojeva?



Odgovor

e Rjesenje se sastoji u racunanju svih mogucnosti od 6 brojeva
medu 49:

49! *NQ* NT7* NAR* NE*
_ 491 A9*48*47*46* 45 44:13983816
61(49 —6)! 61431 6l

Prema tome, vjerojatnost da ¢emo pogoditi 6 brojeva izmedu 49 viSe
je nego neznatna, iznosi oko 1:14 milijuna.



UVIJETNA VIEROJATNOST

Uvjetna vjerojatnost = vjerojatnost dogadanja dogadaja B, uz uvjet
da se odigrao dogadaj A:

p (B|A)= P(ANB) a0 je p(A) #0.
p(A)

Iz ovoga proizlazi da je zajednic¢ka vjerojatnost dogadaja A i B produkt
uvjetne vjerojatnosti B u A i individualne vjerojatnosti od A:

p(ANB)=p(B| A) * p(A)



* Prije izracuna uvjetne i zajednicke vjerojatnosti je potrebno
utvrditi da li su dogadaji zavisni, nezavisni ili su mozda
medusobno iskljucivi.



Statisticka nezavisnost dogadaja AiB

 Dva dogadaja su nezavisna ako bilo koji ishod jednog dogadaja ne utjeCe na
vjerojatnost bilo kojeg ishoda drugog dogadaja.

Zajednicka vjeroj. nezavisnih dogadaja Ai B
jest produkt njihovih individualnih vjerojatnosti: p(ANB)=p(A)*p(B)

Uvjetna vjerojatnost nezavisnih dogadaja A i B jest:

vjerojatnost A u danom B je individualna vjerojatnost samog A:
p(A|B)=p(A)

vjerojatnost B u danom A je individualna vjerojatnost samog B:
p(B|A)=p(B)



Medusobna iskljucivost dogadaja A i B

Ako su dva dogadaja medusobno iskljuciva, vjerojatnost da se
zajedno pojave je nula.

Ako je
p(ANB)=0,
p(A) 20
p(B) = O,
onda je:
p(A|B)=0 i p(B|A)=0

Odnosno, uvjetna vjerojatnost medusobno iskljucivih
dogadaja je nula.



Primjeri vjerojatnosti nezavisnih dogadaja —
bacanje novcica

P(A) — vjerojatnost da ¢e u prvom pokusaju bacanja novcica pasti glava = 0.5
P(B) — vjerojatnost da ¢e u drugom pokusaju bacanja novcica pasti glava = 0.5
P(A N B)- vjerojatnost da ¢e u oba dva pokusaja pasti glava = 0.5%0.5= 0.25

P(AU B)- vjeroj da c¢e u 1. ili 2. pokusaju pasti glava= P(A)+P(B)-(A n B)=
0.5+0.5-0.25 = 0.75

P(B|A) = P(B) = uvjetna vjeroj da ¢e u drugom pokusaju pasti glava ako je u
prvom pala glava je nepromijenjena = 0.5



Primjer vjerojatnosti zavisnih dogadaja —
izvlaCenje iz SeSira -

P(A) — vjerojatnost izvlacenja D u prvom izvlacenju iz SeSiras2Di2R
P(A)=1/2

P(B) — vjerojatnost izvlacenja D u drugom izvlacenju (bez obzira na ishod prvog izvlacenja): (Ako je
D izvuéen u prvome ostaje nam 1 D i 2 R pa je vjeroj za D u 2. izvlaéenjul/3, a ako je R izvuéen u prvome ostajunam2Di 1
R pa je vjeroj za D u 2. izvlaéenju 2/3. Oba su ishoda jednako moguéa pa raéunamo prosjek)  1/3+2/3 =1 ->1/2

P(B)=1/2 —

P(B|A) — vjerojatnost izvlacenja D kao drugoga pod uvjetom da je D vec izvucen
P(B|A)=1/3

P(A n B) —vjerojatnost izvlacenja D prvoga i D drugoga jest: P(A)*P(B|A) = 1/2*1/3
P(A n B)=1/6

Provjera P(B|A) = P(A n B)/P(A) = (1/6) / (1/2) =1/3

P(AUB) =P(A)+P(B) - P(A n B) =1/2+1/2-1/6= 5/6
P(AUB) =5/6 = 0.83



P(B) je mogude izracunati i pomocu Bayesovog teorema
1/3*1/2+2/3*1/2=1/6+2/6=3/6=1/2



Primjer uvjetne vjerojatnosti zavisnih dogadaja

Neka je S = populacija odraslih koji su kategorizirani po spolu i zaposlenosti na
slijedeci nacin:

ZAPOSLENI NEZAPOSLENI
M 460 40
/ 140 260

Koliko je vjerojatno da e izabrana osoba biti muskarac, ako znamo da je
izabrana osoba zaposlena.

A —izabrana osoba je zaposlena
B —izabrana osoba je muskarac

460

p(B|A)= p(ANB) _ 900 =0,77
p(A) 600
900

Oprez ! p(ANB) ne mnozimo jer A i B nisu nezavisni dogadaiji !!!



Do istog smo odgovora mogli doci i drugacije...

ZAPOSLENI NEZAPOSLENI
M 460 40
7 140 260

p da je musSkarac= 500 / 900= 0,56

p daje zena = 400/ 900= 0,44

p da je zaposlen (od svih M) = 460 /500 =0,92

p da je zaposlena (od svih zena) = 140/ 400 = 0,35
p zaposlenih muskaraca P=0,56 x 0,92=0, 515

pP zaposlenih zena p=0,44 x 0,35= 0,154

Vjerojatnost da je M, ako je zaposlen:
p da je musSkarac zaposlen / p svih zaposlenih = 0,515 /(0,515+0,154)= 0,77



Primjer za vjezbu

Ako je odabrana osoba zena, koliko je
vjerojatno da je ljevoruka?

LJEVACI DESNJACI
M 20 29
7 10 41



Odgovor

A —izabrana osoba je zena
B —izabrana osoba je ljevoruka

(A~B) 10
M _
e T

100



Bayesovo pravilo

Bayes se bavio uvjetnom vjerojatnosti i izradio je matematicke postupke i
pravila koji omogucavaju mijenjanje vjerojatnosti nekog ishoda pod utjecajem
novih informacija — tzv. posteriorna vjerojatnost - p(A | B)

Vjerojatnost dogadaja A kojeg uvjetuje dogadaj B je razliCita od vjerojatnosti
dogadaja B koji je uvjetovan dogadajem A.

Ipak, postoji odredeni odnos medu njima, i Bayesovo pravilo ili teorem je
zapravo tvrdnja tog odnosa.

lzvod uvjetne vjerojatnost AuB,te Bu A

Pr(ANB)

n ‘-|:
Pr(B|4) = —3 &

Pr(ANB)
Pr(B)

Pr(A|B) =



Bayesovo pravilo

e Ako preuredimo i kombiniramo te dvije
jednadzbe, dobivamo:

Pr(A|B) Pr(B)=Pr(ANn B)=Pr(B|4) Pr(A4).

e Ako podjelimo obje strane s Pr(B), koji je razlicit
od nule, dobivamo Bayesov theorem:

Pr(B|A) Pr(A)
Pr(B)

Pr(A|B) =



Bayesovo pravilo

* Njegovom primjenom dobivamo posteriornu vjerojatnost: p(A|B)
preko apriornih vjerojatnosti slu¢ajnih dogadaja A i B: p(A) i p(B)
te uvjetne vjerojatnosti dogadaja B pod uvjetom A: p(B | A)

Pr(B|A) Pr(A)
Pr(B)

Pr(A|B) =



Bayesovo pravilo -primjena

Buduci da je:

Pr(B) =Pr(AN B) + Pr(A° N B) = Pr(B|A) Pr(A4) + Pr(B| A°) Pr(4°)

gdje je Ackomplement od A, Bayesov teorem se ¢esto primjenjuje kao:

Pr(B|A) Pr(A)

Pr(AIB) = B 7BIA) Pr(A) + Pr(B|AC) Pr(AC)




Bayesovo pravilo - primjena

ili opéenitije gdje je svaki{Ai} set prostora dogadaja:

Pr(B|A;) Pr(A;)
5. Pr(BJA;) Pr(A4;)’

Pr( A;|B) =



Primjer

Pretpostavimo da za neku odredenu bolest, koja je rijetka —
prevalencija u populaciji iznosi 1 % postoji test koji:

- u 100 % slucajeva daje pozitivan rezultat ako je osoba bolesna

- ako osoba nije bolesna, tocnost testa je 99%, tj. kod zdravih ljudi on ipak u
1% slucajeva daje pozitivan rezultat.

Jednog smo dana pregledali 1000 ljudi, te nas zanima kolika je
vjerojatnost da Ce pozitivan rezultat biti uzrokovan boles¢u?

Prema ucestalosti te bolesti u populaciji, oekujemo da ¢e medu njima biti
1% bolesnih, tj. 10 ljudi.

Od preostalih 990, koji su zdravi, u 1% slucajeva ce test biti lazno
pozitivan, tj. kod 9,9 ili 10 ljudi.

Dakle, imat ¢emo ukupno oko 20 pozitivnih dijagnoza, a samo njih 10 je
tocno sto iznosi svega 50%.



lzraCun istog primjera prema pravilima vjerojatnosti

Vjerojatnost da ¢e se istovremeno pojaviti oba sluCaja (i bolest, Cije je vjerojatnost
p=0,01 ili 1% i pozitivan nalaz Cija je vjerojatnost kod bolesnih p=1ili 100% ) iznosi:
p= 0,01 * 1,0= 0,01 (zakon multiplikacije)

Vjerojatnost da netko nije bolestan od te bolesti (p=0,99), a ima pozitivan rezultat na tom
testu (p=0,01) iznosi
0,99*0,01= 0,0099 (zakon multiplikacije)

Vjerojatnost da bilo koja osoba (bez obzira imala bolest ili ne) dobije pozitivan rezultat
iznosi:
0,01+0,0099 = 0,0199 (zakon adicije)

Vjerojatnost da ¢e pozitivan rezultat biti uzrokovan boleSc¢u iznosi:
(vjerojatnost bolesti i istovremenog pozitivnog testa) / (vjerojatnost pozitivhog testa) =

0,01

=0,5025
0,0199




lzraCun istog primjera primjenom Bayesovog principa

Ako definiramo A = bolest (A°=nebolest), B= pozitivan rezultat
racun pomocu Bayesove formule izgleda ovako:

Pr(B|A) Pr(A)
Pr(B|A)Pr(A) + Pr(B|AC) Pr(AC)

Pr(A|B) =

P(ANB) & (A
o(A) P(A)
P(AnB), 0(A) + pP(AcB)
P(A) P(Ac)

0.01%1,
0.01
0.01 000 001 05025

* * - B e
0.(;);11*0.0“ 0.99 0'01*0.99 0.01+0.0099 0.0199

* p(Ac)




Primjer za vjezbu

Na nekom sveucilistu je odluceno uvesti testiranje studenata
kako bi ih se primilo na nastavu iz matematike. Pokazalo se da
opcenito 60% onih koji se prijavu za nastavu moze je uspjesno
i zavrsiti. Svi koji su se prijavili su i primljeni.

Od onih koji su zavrsili nastavu, 80% ih je polozilo i test. Od
onih koji nisu uspjeli zavrsiti nastavu 40% bi ih proslo test. Ako
bi se taj test uveo, i samo oni koji ga poloze bi mogli upisati
nastavu, koja je vjerojatnost da ¢e oni koji upisu i zavrsiti
nastavu?



Rjesenje

A — studenti koji su zavrsili nastavu
B — studenti koji su polozili test

vjerojatnost da ¢e proci test ako je proSao nastavu je p (B |A) =
0,80

vjerojatnost da nece proci test, a hoc¢e nastavu je p ( B' |A) =0,20

vjerojatnost da Ce proci test, a ne zavrsit nastavu je p (B |A') =
0,40

vjerojatnost da nece proci ni nastavu ni test = p (B’ |A') = 0,60

pP(BIA) - p(A) _ 0,8-0,6
p(A[B)=  L(BIA) p(A) + p(BIA)- p(A) ~ 08-06+04-0,4

=0,75



* Poznavajudi vjerojatnost pojavljivanja neke pojave oCekuje se da Ce se
dugo nepojavljivanje te pojave 'nadoknaditi' kasnijim pojavljivanjem.
Medutim, vjerojatnost pojavljivanja nekog ishoda uvijek je jednaka bez
obzira Sto je tome prethodilo.

Npr. i ako 20 puta bacimo novci¢, i u tih 20 puta svi su ishodi bili '‘pismo’, i u
21. pokusSaju vjerojatnost pojavljivanja bilo glave bilo pisma je jednaka i
iznosi 50%.

Takoder, zanimljiva je predrasuda prema odredenoj pravilnosti u
rezultatima, npr. u igri lota rijetko tko ¢e zaokruziti brojeve 1, 2, 3,4, 5, 6
iako ova kombinacija ima jednaku vjerojatnost pojavljivanja kao i bilo koja
druga, npr. 4, 13, 28, 31, 45, 47.



Cesto smatramo da ¢e se kod velikog broja poku$aja 'jednake $anse'
izjednaciti prema broju ishoda.

Ako npr. dvojica ljudi igraju igru bacanja novca, jedan igra na 'pismo’,
drugi na 'glavu’, onda prema ovom pogresnom stanovistu smatramo da
u 10 bacanja ne ispadne to¢no 5 puta pismo i 5 puta glava, ali da ce se
npr. u 10 000 bacanja broj glava i pisama prakticki izjednaciti.

No, najvjerojatnije ¢e se dogoditi upravo obratno, tj. apsolutna razlika
izmedu ove dvije osobe Ce vjerojatno postajati sve veca, a smanjivat ¢e
se jedino razlika u proporciji, tj. Sto je veci broj bacanja, to ¢e postotak
ishoda glava- pismo biti blize odnosu 50:50.



10 bacanja:
4 puta glava: proporcija(G)=0,4
apsolutna razlika od ocekivanog broja=1 (5-4)

200 bacanja:
85 puta glava: p(G)= 85/200 = 0,425
apsolutna razlika=15 (100-85)

1 000 bacanja:
480 puta glava: p(G=480/1000=0,48
apsolutna razlika=20 (500-480)
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